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Аннотация
Владимир Игоревич Парусников скончался 22 августа 2015 года после тяжелой и про-
должительной болезни. Он родился в Москве 21 января 1957 года. Владимир Игоревич
окончил механико-математический факультет Московского государственного университе-
та им. М.В.Ломоносова, в 1982 году — аспирантуру и в 1983 году защитил кандидатскую
диссертацию на мехмате МГУ. В Институте прикладной математики им. М.В.Келдыша
он работал с 1982 года младшим, а с 1996 — старшим научным сотрудником. Опубликовал
более 45 научных работ по функциональным и числовым цепным дробям и их обобщениям.
В.И.Парусников был добрым, честным, ответственным человеком и талантливым ма-
тематиком. Его кончина — это большая потеря для ИПМ им. М.В.Келдыша и для науки
в целом. Похоронен на Хованском кладбище в Москве.
Здесь даётся обзор его математических работ. Сначала он изучал обобщённые функци-
ональные цепные дроби и получил по ним сильные результаты. Последние двадцать лет он
совместно с А.Д.Брюно искал многомерное обобщение цепной дроби, дающее как наилуч-
шие диофантовы приближения, так и периоды в алгебраическом случае. Такое обобщение
было найдено.
Первый раздел статьи подготовлен А.И.Аптекаревым, второй раздел — А.Д.Брюно,
список научных работ В.И.Парусникова — А. Б. Батхиным.
Ключевые слова: рациональная апроксимация, цепная дробь, многомерное обобщение
цепной дроби.
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VLADIMIR IGOREVICH PARUSNIKOV
A. I. Aptekarev, A. B. Batkhin, A. D. Bruno (Moscow)
Abstract
Vladimir Igorevich Parusnikov died on August 22, 2015 after a long and serious illness. He
was born in Moscow on January 21, 1957. Vladimir Igorevich graduated from the Department
of Mechanics and Mathematics of the Lomonosov Moscow State University, finished his
postgraduate studies in 1982 and he defended his thesis in 1983 in there. At the Keldysh
Institute of Applied Mathematics he worked since 1982 as a junior researcher, and since 1996
— as a senior researcher. He has published more than 45 scientific papers on functional and
numerical continued fractions and their generalizations.
V. I. Parusnikov was kind, honest, responsible man and a talented mathematician. His
passing is a great loss for the KIAM and for science in general. He was buried at Khovanskoye
cemetery in Moscow.
We provide a survey of his mathematical work. First, he studied the generalized functional
continued fractions and got rather strong results. The last twenty years he, together with
A. D. Bruno, was looking for a multi-dimensional generalization of the continued fraction giving
the best Diophantine approximations and the periods in the algebraic case. Such a generalization
was finally found.
The first Section of the paper was written by A. I. Aptekarev, the second Section was
written by A. D. Bruno, the list of scientific publications of V. I. Parusnikov was prepared by
A. B. Batkhin.
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1. Первый цикл работ
Научным руководителем Владимира Парусникова на механико-математическом факульте-
те МГУ был профессор Е.М.Никишин. В те годы Никишин заинтересовался задачами теории
чисел и рациональных приближений аналитических функций. По его совету Владимир начал
исследования векторных функциональных непрерывных дробей, в которые с помощью алго-
ритма Якоби-Перрона раскладывались наборы степенных рядов. Этот алгоритм получения
рациональных приближений с общим знаменателем для набора чисел был предложен Якоби в
[47, 48] и развит Перроном в [49], причём мотивированы они были проблемой характеризации
иррациональностей порядка выше, чем квадратичные. Однако, для набора корней алгебраиче-
ского уравнения с целыми коэффициентами, вектор подходящих дробей приближал эти корни
не наилучшим образом, поэтому интерес к числовым векторным дробям Якоби-Перрона по-
степенно угас (см. последнюю монографию по этой тематике [50]). В то же время появился
устойчивый интерес к функциональным векторным непрерывным дробям, и, во многом, в
этом заслуга принадлежит Владимиру Игоревичу. Надо сказать, что первые попытки перене-
сти алгоритм Якоби-Перрона с наборов действительных чисел на наборы степенных рядов не
выглядели обнадёживающими. М. деБрюен [51, 52] рассматривал применение этого алгоритма
к набору степенных рядов с центром разложения в точке 0 и обнаружил, что для получающих-
ся векторных функциональных дробей, вообще говоря, не справедливо обобщение критерия
Кронекера, который утверждает, что одномерная функциональная непрерывная дробь обры-
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вается тогда и только тогда, когда раскладываемая функция является рациональной. В сво-
ей первой работе [1] В.И.Парусников построил формальную теорию векторных непрерывных
дробей для наборов степенных рядов с центром разложения в точке∞ и, в частности, доказал
аналог критерия Кронекера: остановка алгоритма Якоби-Перрона эквивалентна рациональ-
ной зависимости набора функций (степенных рядов), разлагаемых в векторную непрерывную
дробь. Этот результат (составивший основу его кандидатской диссертации [2]) получил ши-
рокую известность.
Дальнейшие работы Владимира Игоревича по векторным непрерывным дробям Якоби-
Перрона [3, 4, 5, 6, 7, 8] касались аналитического аспекта теории, т. е. были посвящены во-
просам их асимптотического поведения и сходимости. Здесь надо выделить результаты о пре-
дельно периодических дробях, которые по сути представляют собой развитие глубоких тео-
рем Пуанкаре и Перрона (cм. [53, 54]) об асимптотике решений рекуррентных соотношений
на случай полиномиальной зависимости коэффициентов рекурренций от комплексного пара-
метра z. Как и в случае независимых от параметра коэффициентов, асимптотикой решений
управляют собственные значения матрицы трансляции решений рекуррентных соотношений с
постоянными коэффициентами (т. е. с пределами коэффициентов). При наличии зависимости
коэффициентов от z, речь идёт о ветвях алгебраической функции — корнях характеристиче-
ского многочлена матрицы трансляции. Объединение точек z ∈ C, в которых не существу-
ет максимальной по модулю ветви этой алгебраической функции, образует набор аналити-
ческих кривых, разбивающих комплексную плоскость на области, в которых, как доказал
В.И.Парусников (см. [3, 8]), имеет место сходимость в смысле проективного пространства
CPm. При этом, в компоненте разбиения, содержащей точку ∞, имеет место обычная пото-
чечная сходимость (за исключением конечного числа точек) подходящей непрерывной дроби,
т. е. вектора рациональных функций с общим знаменателем, а в других компонентах сходи-
мость в одной точке влечёт сходимость во всех точках этой компоненты. Ясный, достаточно
просто формулируемый результат, описывающий поведение очень нетривиального объекта!
Техника функциональных векторных непрерывных дробей Якоби-Перрона, развитая
В.И.Парусниковым, сразу нашла применение в теории рациональных аппроксимаций анали-
тических вектор-функций (в монографии [57] ей был посвящён специальный параграф). Этот
интерес был обусловлен тем, что подходящие дроби этих непрерывных дробей являются диаго-
нальными рациональными аппроксимациями Эрмита-Паде для набора аналитических функ-
ций (степенных рядов), заданных в точке ∞. Эти функциональные рациональные аппрок-
симации были введены Эрмитом при доказательстве трансцендентности числа e. Отметим,
что функциональные непрерывные дроби Якоби-Перрона (в отличие от числовых векторных
непрерывных дробей) не теряют своей актуальности в теории чисел, генерируя рациональ-
ные аппроксимации, явный вид которых используется в доказательствах иррациональности
и трансцендентности математических констант. Периодические функциональные непрерыв-
ные дроби Якоби-Перрона породили широкий класс рациональных аппроксимаций Эрмита-
Паде (см. [55]), в котором доступна проверка общих гипотез Наттолла [56] об асимптотике
знаменателей этих аппроксимаций. То обстоятельство, что эти дроби являются естественным
обобщением классических непрерывных J-дробей, обусловило их полезность при построении
обобщения теории ортогональных многочленов (совместно ортогональных многочленов [58]) и
спектральной теории несимметричных разностных операторов, задаваемых ленточными мат-
рицами (обобщениями тридиагональных матриц Якоби), см. [59, 60, 61, 62].
По долгу своей работы в ИПМ им. М. В. Келдыша, Владимир Игоревич принимал уча-
стие в разработке численных методов для расчёта обтекания тел сверхзвуковым потоком газа.
В частности, в [9] совместно с Ю.Б.Радвогиным был предложен метод решения трёхмерной
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стационарной задачи обтекания передней части заострённого тела с присоединённой ударной
волной при наличии дозвукового течения за ударной волной. В предложенном методе искомое
течение отыскивается установлением по времени решения системы уравнений газовой динами-
ки, модифицированной путём замены оператора ∂/∂t на z ∂/∂t. Численный алгоритм базиру-
ется на явно-неявной безусловно устойчивой разностной схеме по критическому направлению
— от тела к ударной волне. Задачи подобного рода не являются экзотикой: при обтекании за-
острённых тел слабо сверхзвуковым потоком как раз с такими течениями и приходится иметь
дело.
Другой прикладной задачей, решённой им в ИПМ им. М. В.Келдыша, было создание в
[16] алгоритма вычисления эллиптических функций. Комбинируя этот алгоритм и алгоритм
конформного отображения, удалось вычислить аэродинамические характеристики обтекания
эллиптического профиля вблизи земли под разными углами атаки и численно исследовать
асимптотики этих характеристик, когда расстояние до земли стремится к бесконечности.
2. Последние два цикла работ
Новый цикл работ В.И.Парусникова (совместно с А.Д.Брюно) по трёхмерному обоб-
щению обычных (двумерных) цепных дробей был начат в 1994 г. препринтом [10] в ответ
на статью Ж.Лашо [63] «Многогранники Арнольда . . . », опубликованную в Докладах Па-
рижской Академии Наук и представленную туда академиком В.И.Арнольдом. Ибо предло-
женный там геометрический подход, названный многогранниками Арнольда, повторял кон-
струкцию Ф.Клейна [64], опубликованную в 1895 г. К этому циклу относятся также работы
[11, 12, 13, 14, 15, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 29, 34]. В этих работах, опубликованных
сначала в виде препринтов, а затем — статей, вычислялись многогранники Клейна для по-
следовательности экстремальных кубических тернарных форм, являющихся произведением
трёх тернарных линейных форм. Две первые из этих кубических форм нашел Давенпорт [65]
в 1943 г., а 17 дальнейших — Свиннертон-Дайер [66] в 1971 г. Целью этих работ было изучение
общих закономерностей многогранников Клейна и возможности существования на их основе
алгоритма, обобщающего обычную цепную дробь. Начиная с работы [11] на базе многогранни-
ков Клейна сравнивалось качество различных матричных обобщений цепной дроби: Эйлера,
Якоби, Пуанкаре, Бруна, Парусникова и двух алгоритмов Брюно. Оказалось, что ни один из
этих алгоритмов не является периодическим во всех случаях. Кроме того, подходящие дроби
многих из них не остаются на поверхности многогранника Клейна, а уходят вглубь него. Хуже
всех оказался алгоритм Пуанкаре. А единственным всегда работающим оказался нематрич-
ный алгоритм Вороного [67]. На базе этих работ в 2000 г. было осознано, что многогранники
Клейна не дают основы для построения алгоритма, обобщающего цепную дробь, и в преприн-
те [27] обсуждались другие возможности обобщений, которые оказались неудачными. Хотя до
сих пор многие последователи В.И.Арнольда продолжают изучать свойства многогранников
Клейна, считая, что занимаются обобщением цепной дроби. На фоне этих неудач в обобще-
нии числовой цепной дроби В.И.Парусников обратился к изучению сходимости некоторых
обобщённых функциональных цепных дробей [28, 35].
В 2003 г. в препринте [68] А.Д.Брюно предложил модульный или модулярный многогран-
ник, который как бы является выпуклой оболочкой четырех многогранников Клейна. Алго-
ритм, обобщающий цепную дробь, заключался в движении по поверхности этого многогран-
ника. Вскоре в препринте [30] В.И.Парусников вычислил эти модульные многогранники для
тех кубических экстремальных форм, для которых ранее вычислялись многогранники Клейна.
Оказалось, что строение модульных многогранников существенно проще, чем многогранни-
ков Клейна. Этим препринтом начался новый цикл работ В.И.Парусникова (совместный с
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А.Д.Брюно) по обобщениям цепной дроби [31, 32, 33, 36, 37, 41, 43], основанный на алгорит-
мах движения по поверхности модульного многогранника или многоугольника [69]. В 2015 г.
А.Д.Брюно [70] предложил отказаться от пошагового вычисления границы модульного мно-
гоугольника, многогранника и их аналогов в любой размерности, а вычислять ее с помощью
стандартных программ вычисления границ выпуклых оболочек, что завершило обобщение
цепной дроби на любую размерность. Наконец, в [71] получено сильное продвижение в ряде
областей теории чисел, основанное на этом многомерном обобщении цепной дроби.
Параллельно с описанным обобщением числовой цепной дроби В.И.Парусников изучал
цепные дроби до ближайшего чётного [38, 39, 40, 42] и аналоги цепных дробей для неодно-
родных линейных форм, которые ему потребовались для построения пошаговых алгоритмов
вычисления модульного многогранника в размерности 4 [44, 45, 46].
В целом работы В. И. Парусникова подтверждают мнение, что числовые цепные дроби (и
их обобщения) устроены сложнее, чем функциональные.
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